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Re´sume´ :
Le contact re´el entre des surfaces solides est ge´ne´ralement rugueux et de´pendant du temps. Les
contraintes dues aux rugosite´s dans le contact peuvent eˆtre correctement de´crites a` l’aide d’un mode`le
3D suffisamment robuste pour les calculs. Dans le cas de surfaces reveˆtues, l’analyse du contact re-
quiert une plus grande finesse afin de mode´liser correctement l’interface entre reveˆtement et substrat.
Le contact rugueux est par conse´quent un proble`me multi-e´chelles, les dimensions caracte´ristiques
comme celles du contact, de l’e´paisseur du reveˆtement et de la rugosite´ dont les e´chelles peuvent va-
rier du millime`tre au nanome`tre. Une discre´tisation simple de ce proble`me multi-e´chelles n’est pas
envisageable au vue des capacite´s me´moires des ordinateurs actuels et des prochaines ge´ne´rations. Ce
papier propose un mode`le nume´rique efficace capable de prendre en compte les diffe´rentes e´chelles du
proble`me, en utilisant plusieurs centaines de millions de points et des techniques de raffinement de
maillage.
Abstract :
The actual contact between solid surfaces is generally rough and time dependent. The stresses induced
by the rough contact can only be correctly described using a detailed 3D model. Even finer details
are required in the case of surface coatings. Consequently, the rough coated contact problem is strongly
multi-scale : the characteristic dimensions of the contact, the coating and the roughness range from the
millimeter to the nanometer. A straightforward discretisation of this multi-scale problem would exceed
the memory and CPU capacity of current (and next generation) computers. This paper proposes an
efficient numerical model that can handle this multi-scale problem : using more than O(108) points
and locally refined grids.
The proposed model is based on multigrid techniques within a finite difference frame work. Localised
refinement is implemented to optimize memory requirement and computing time. Validation of the
solver is performed through a comparison with analytical results for simple cases.
Mots clefs : Contact-me´canique ; Multigrilles ; Reveˆtements
Nomenclature
δ0 Rapprochement des 2 corps solides
λ, µ Coefficients de Lame´
ν Coefficient de Poisson
ν1, ν2 Nombres de relaxations
a0 − a Rayon de contact sans-avec reveˆtement
Ec − Es Module de Young du reveˆtement-substrat
f coefficient de frottement
i, j, k Indices dans les directions x-y-z
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Ph0 − Ph Pression de Hertz sans-avec reveˆtement
t Epaisseur du reveˆtement
u, v, w De´placements dans les directions x-y-z
σij Tenseur des contraintes
σVM Contrainte de Von Mises
1 Introduction
Les proce´de´s de fabrication actuels permettent d’obtenir des mate´riaux a` gradients de proprie´te´s dans
le volume. Ces proprie´te´s peuvent varier selon les 3 directions. L’utilisation la plus commune de ces
proce´de´s concerne la re´alisation de mate´riaux reveˆtus. Le de´veloppement et la se´lection des reveˆtement
devient donc une taˆche complexe et couˆteuse pour les designers. Les simulations nume´riques peuvent
les guider dans leurs choix et re´duire les couˆts que pourraient amener une approche expe´rimentale.
De plus, ces calculs peuvent aider a` choisir correctement le mate´riau a` utiliser lors de la re´alisation de
proce´de´s spe´cifiques, comme l’e´paisseur de la couche de reveˆtement, les variations de proprie´te´s, etc.
Ce travail s’inte´resse au de´veloppement d’un algorithme efficace capable de traiter des couches minces
(0.01 < t/a < 10), des gradients de proprie´te´s (0.005 < Ec/Es < 10) ainsi que la rugosite´ de surface.
2 Mode`le 3D et me´thodes nume´riques
Les outils nume´riques 3D de´die´s aux proble`mes de reveˆtements reposent ge´ne´ralement sur les me´thodes
e´le´ments-finis (FEM) ou des techniques semi-analytiques combine´es avec les transforme´es de Fourier
inverses (FFT). Les me´thodes FEM requie`rent de grandes capacite´s informatiques (temps CPU et
espace me´moire) si l’on souhaite re´aliser des maillages localise´s tre`s fins. Les me´thodes FFT ne per-
mettent pas de traiter des variations de proprie´te´s dans les 3 dimensions de l’espace. Une discre´tisation
par diffe´rences finies peut prendre en compte ces variations, mais, comme pour les me´thodes FEM,
requiert des besoins importants en termes de calculs. L’utilisation des me´thodes multi-grilles (MG) per-
met d’acce´le´rer la vitesse de convergence et de prendre en compte l’aspect multi-e´chelles du proble`me
avec des besoins en calculs limite´s. De plus, ces me´thodes peuvent facilement eˆtre couple´es avec des
techniques de raffinement de maillage permettant de regarder le contact sous toutes ses e´chelles [1, 9].
Watremetz [10] a e´te´ le premier a utiliser ces techniques au travers d’un mode`le 2D e´lastique. Ces
e´tudes concernent les mate´riaux avec des gradients de proprie´te´s e´lastiques transverses. Ce travail
concerne la simulation nume´rique d’un mate´riau e´lastique anisotrope en 3D soumis a` un chargement
normal et tangentiel.
2.1 Mode`le me´canique
Les e´quations constitutives d’un proble`me 3D d’e´lasticite´ peuvent eˆtre re´duites a` trois e´quations
diffe´rentielles partielles (PDE), e´crites en termes de de´placements. Pour obtenir ces e´quations, les
relations contraintes-de´formations sont introduites a` l’inte´rieur des e´quations d’e´quilibre. Cela conduit
a` obtenir les e´quations classiques d’e´lasticite´, dites de Lame´, dans un mate´riau continu. Dans le cas
d’un mate´riau elastique reveˆtu avec gradient de proprie´te´, les coefficients e´lastiques E et ν ne sont plus
des constantes. Les e´quations d’e´quilibre, e´crites pour des proprie´te´s E(x, y, z) et ν(x, y, z) de´pendantes
de la position spaciale du point M(x, y, z), sont les e´quations de Navier ge´ne´ralise´es :
(λuj,j),i + (µui,j),j + (µuj,i),j = 0 i, j = 1, 2, 3 (1)
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =
E
2(1 + 2ν)
(2)
Avec λ = λ(x, y, z) et µ = µ(x, y, z) les coefficients de Lame´.
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2.2 Conditions aux limites
On conside`re un massif paralle´le´pipe`dique de dimensions finies, sur lequel sont impose´es des conditions
aux limites de type Dirichlet et/ou Neumann. Sur la surface supe´rieure (z = 0), on impose des
contraintes (conditions de type Neumann) a` l’aide des relations contraintes-de´placements :


σzz = λ
(
∂w
∂z
+
∂v
∂y
+
∂u
∂x
)
(3)
σzy = µ
(
∂w
∂y
+
∂v
∂z
)
(4)
σzx = µ
(
∂w
∂x
+
∂u
∂z
)
(5)
Sur les autres faces, on impose des conditions aux limites en de´placement (conditions de type Dirichlet).
Ces conditions peuvent eˆtre conside´re´es e´gales a` 0 dans le cas de grands massifs (comportement semi-
infini). Dans le cas de massifs de dimensions re´duites, on peut imposer sur les bords des de´placements
calcule´s a` partir des de´placements analytiques obtenus dans le cas d’une charge ponctuelle applique´e
au milieu de la surface en z = 0 [3], correspondant a` la charge totale. La figure (1) repre´sente le
domaine d’e´tude ainsi que les conditions aux limites.
Figure 1 – Paralle´le´pipe`de de dimension finie et conditions aux limites
3 Me´thodes nume´riques
Les e´quations sont discre´tise´es en utilisant un sche´ma aux diffe´rences centre´es du second ordre sur
une grille uniforme. Des grilles tre`s denses peuvent eˆtre conside´re´es, conduisant a` de grands syste`mes
d’e´quations. Les techniques de re´solution classiques utilisant la relaxation de Gauss-Seidel requie`rent
une grande capacite´ me´moire ainsi que de grands temps de calculs. Les me´thodes multi-grilles sont
utilise´es afin d’acce´lerer la convergence pour ce genre de proble`me.
3.1 Techniques multi-grilles
Les me´thodes ite´ratives conventionelles pre´sentent une convergence lente. Les techniques multi-grilles
permettent de s’affranchir plus rapidemment des erreurs dues aux grandes longueurs d’ondes en utili-
sants plusieurs niveaux de grilles pour les calculs. La solution nume´rique d’une e´quation 2D elliptique
obtenue sur une grille uniforme de taille N est transfe´re´e puis re´solue sur des grilles plus grossie`res de
taille (N/2), (N/4)... de´finissant des niveaux successifs. Un V-cycle(ν1, ν2) est de´fini comme le parcours
entre les diffe´rents niveaux au cours de la re´solution. Plusieurs V-cycles sont ne´cessaires pour re´duire
l’erreur de plusieurs ordres de grandeur et obtenir une solution satisfaisante. Pour diminuer le couˆt
de la re´solution du proble`me (re´duction des erreurs de toutes les longueurs d’onde), il faut utiliser des
niveaux infe´rieurs. Ainsi, les grandes longueurs d’onde sont re´duites a` moindre couˆt car :
-plus le nombre de points sur une grille est faible, plus le nombre de relaxations ne´cessaire a` la re´solution
est faible. En utilisant des niveaux infe´rieurs, le nombre de relaxation ne´cessaires a` la convergence est
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re´duit.
-le couˆt de chacune des relaxations sur les grilles infe´rieures est plus faible.
Le changement de grille permet donc de re´duire efficacement le temps de calcul, car les relaxations
sont utilise´es la` ou` elles sont le plus efficaces. Par contre, les ope´rations de restriction et de correction
introduisent dans la solution des erreurs de longueur d’onde proche du pas de maillage. Apre`s chaque
ope´ration de changement de grille, il est ne´cessaire d’effectuer une ou plusieurs relaxations. Dans le
cas du proble`me d’e´lasticite´ on utilise ν1 = ν2 = 5.
3.2 Techniques de raffinement de maillage
Les me´thodes multi-grilles conviennent parfaitement aux strate´gie de raffinement de maillage [1].
Les grilles les plus fines peuvent eˆtre restreintes a` des sous-domaines de plus en plus petits, tandis
que les grilles grossie`res couvrent la totalite´ du domaine. L’e´change d’informations entre deux grilles
conse´cutives se fait uniquement dans la zone commune. Les re´sidus de la grille fine et la correction
de la grille grosse sont uniquement transfe´re´s dans la partie locale, la` ou` la grille plus fine existe.
La strate´gie de raffinement n’introduit pas de pertes de pre´cision dans la zone raffine´e. La vitesse
et le taux de convergence sont conserve´s par rapport a` un calcul global alors que le temps CPU est
conside´rablement re´duit.
4 Validation
Pour valider le mode`le nume´rique, des comparaisons avec des cas simples pour lesquels des solutions
analytiques sont connues [3, 5, 8, 10, 6] ont e´te´ re´alise´es. Dans le cas d’un chargement Hertzien sphe`re
sur plan (Ph0, a0, δ0), les de´placements en surface dans la zone de contact [3] sont donne´s par les
relations suivantes sous forme adimensionne´e.
Dans le contact (r¯ ≤ 1) :
w¯(r¯) =
1
4
(2− r¯2) (6)
u¯(r¯) = −
(1− 2ν)
(1− ν)
1
3pir¯
(1− (1− r¯2)3/2)
x¯
r¯
(7)
v¯(r¯) = −
(1− 2ν)
(1− ν)
1
3pir¯
(1− (1− r¯2)3/2)
y¯
r¯
(8)
Au centre du contact (r¯ = 0) :
σ¯xx = σ¯yy = (1 + 2ν)/2 (9)
Aux bords du contact (r¯ = 1) :
σ¯xx = (1− 2ν)/3 (10)
σ¯yy = −σ¯xx (11)
avec : r¯ = ra0 , x¯ =
x
a0
, y¯ = ya0 , r¯ =
√
x¯2 + y¯2
u¯ = uδ0 , v¯ =
v
δ0
, w¯ = wδ0 σ¯xx = σxx/Ph0, σ¯yy = σyy/Ph0
Nous avons trace´ figure (2) l’erreur au sens de la norme 1 sur le de´placement w¯ en surface et l’erreur
relative sur la contrainte σ¯xx au centre.
Ces courbes pre´sentent une pente de coefficient directeur 3,5 traduisant une convergence d’ordre 2,
conforme a` la discre´tisation utilise´e. La strate´gie de raffinement conserve la pre´cision sur les re´sultats
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Figure 2 – (a) Erreur au sens de la norme 1 sur w¯ en surface, (b) Erreur relative sur σ¯xx au centre
et sera utilise´e pour les calculs sur des massifs reveˆtus. Le mode`le MG peut donc eˆtre utilise´ pour
de´terminer nume´riquement l’expression des cefficients d’influence lorsque leur expression analytique
n’existe pas (par exemple pour un massif reveˆtu). Ces coefficients vont eˆtre utilise´s pour la re´solution
du proble`me de contact entre un indenteur de ge´ome´trie quelconque et un massif reveˆtu.
Dans le cas de sollicitations a` charge impose´e (ge´ome´trie quelconque), le calcul des champs de de´placements
et de contraintes dans le massif reveˆtu ne´cessite au pre´alable la re´solution du proble`me de contact par
une me´thode de gradient conjugue´ [7].
5 Re´sultats
Pour illustrer les capacite´s du mode`le, on conside`re un massif reveˆtu avec une couche d’e´paisseur t,
de module de Young Ec diffe´rent de celui du substrat Es.
Une e´tude parame´trique est re´alise´e pour des e´paisseurs variant de 0.01 < t/a0 < 10 et des proprie´te´s
me´caniques de reveˆtement sur la gamme 0.005 < Ec/Es < 10. Les variations des parame`tres de contact
(Ph, a) sont e´tudie´es. Ce type de proble`me a e´te´ pre´ce´demment e´tudie´ par Chateauminois-Fretigny
[2] et Plumet-Dubourg [4] pour des rapports de proprie´te´s allant de 0.005 < Ec/Es < 3 a` l’aide
de me´thodes FEM et semi-analytiques. L’algorithme multi-grille permet de traiter de plus grandes
gammes de rapports de proprie´te´s (0.005 < Ec/Es < 10) comme le montre la figure (3).
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Figure 3 – Pression de contact adimensionne´e en fonction de l’e´paisseur du reveˆtement adimensionne´e
pour plusieurs rapports Ec/Es
La figure (3) montre le comportement asymptotique de la pression adimensionne´e pour les grands
rapports de t/a0. Les valeurs asymptotiques peuvent eˆtre retrouve´es a` l’aide de la formule analytique :
lim
t/a0→∞
Ph/Ph0 = (Ec/Es)
2/3 (12)
A partir des de´placements obtenus par le code MG, il est possible e´galement de calculer les contraintes
de Von Mises en tout point du massif reveˆtu. Le calcul de ces contraintes est re´alise´ en deux parties
(dans le reveˆtement puis dans le substrat) afin de s’affranchir des proble`mes de discontinuite´ a` l’inter-
face reveˆtement-substrat. Les figures (4) et (5) repre´sentent la contrainte de Von Mises adimensionne´e
dans le cas d’un rapport de proprie´te´s Ec/Es = 3, d’e´paisseur t/a0 = 0.2, dans des conditions de
contact normal pur (f = 0) et glissement pur (f = 0.3).
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Figure 4 – Contrainte de Von Mises adimensionne´e σVM/Ph0 - Ec/Es = 3, t/a0 = 0.2 et f = 0
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Figure 5 – Contrainte de Von Mises adimensionne´e σVM/Ph0 - Ec/Es = 3, t/a0 = 0.2 et f = 0.3
6 Conclusion
Un algorithme multi-grille robuste capable de re´soudre des proble`mes concernant les mate´riaux reveˆtus
a` l’aide de strate´gie de raffinement a e´te´ pre´sente´. Il est base´ sur la re´solution des e´quations de Navier
dans un milieu non homoge`ne. Les diffe´rents rapports de proprie´te´s qui peuvent eˆtre e´tudie´s a` partir
de celui-ci correspondent a` la majorite´ des cas industriels. La discre´tisation des e´quations permet
d’aller plus loin dans l’analyse en conside´rant des variations de proprie´te´s dans toutes les directions
du massif. Des e´tudes vont eˆtre mene´es a` partir de ce mode`le afin d’e´tudier ses limites sur des cas
plus complexes (plus grands rapports de proprie´te´s, variation du coefficient de poisson...). Ce mode`le
3D sera e´galement e´tendu pour la re´solution de proble`mes thermo-e´lastiques a` partir des e´quations
ge´ne´ralise´es de Navier, constituant ainsi la finalite´ de ce travail.
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